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Soustavy linearnich rovnic

Ukézeme si efektivni metodu zaloZenou na Gaussové eliminacni metodé€, pomoci které
@ dokaZeme vyfesit libovolnou soustavu linearnich rovnic.

Definice 4.1 Soustavou m-rovnic o n nezndmych nad télesem T rozumime soustavu rovnic

a11T1 + a12Ts + - - - + A1, T, = ay,

A21T1 + A22T2 + + + - + A2 Ty, = G2,

Am1T1 + A2l + * -+ GpTp = A,

kde hodnoty a;;,a; € T pro vSechnai € {1,....,n}ayj € {1,...,m}. Symboly zy,...,x,
nazyvame neznimé.

Rekneme, Ze uspofddand n-tice prvkd (y1,---,Yn) € T" je feSenim soustavy linedrnich
rovnic, jestlize plati (v télese T') ndsledujici rovnosti:

anyr + aeye + -+ - + a1y = a1,
A21Y1 + QooY2 + + -+ + A2nYn = A2,

Am1Y1 T AmaY2 + -+ + GmplYn = Qm-

K feSeni soustav linedarnich rovnic lze elegantné vyuZit Gaussovy eliminacni metody. K
tomuto je tfeba ukdzat, jakym zptisobem piepiSeme soustavu do matice. Jesté poznamenejme,
Ze naddle budeme pracovat s rovnicemi nad télesm T, aniZ bychom toto zdiiraziiovali.

Definice 4.2 M¢jme soustavu linedrnich rovnic

a;1ry + aprs + - - + a,T, = ay,

a21T1 + A22T9 + + + - + A2, Ty, = g,

Am1T1 + A2l + - -+ + QppTy = Q.

Potom matici pfifazenou této soustavé rozumime matici:

a1; Q12 ... Aip | Q1
Q21 Q22 ... Ag2p | G2
Am1 Am2 - .. Qmp |Am,




Svisla ¢ara v matici pouze zvySuje piehlednost. VSechny operacich s matici budeme provadét
tak, jakoby tam ona svisla ¢ara nebyla. Je snadno vidét, Ze maticovy zdpis jednoznacné odpovida
jedné soustavé a, Ze kazda soustava md jediny maticovy zdapis. Nésledujici véta ndm ukéze
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nejpodstatnéjsi skuteCnost, kterou nasledné budeme vyuZzivat k feSeni soustav.

Véta 4.1 Jestlize dvé matice pritazené nékterym soustavam linedrnich rovnic jsou rddkové
ekvivalentni, potom maji stejnou mnozinu reseni.

Pti feSeni soustavy linedrnich rovnic budeme Gaussovou elimina¢ni metodou upravovat
pfifazenou matici tak, aby leva ¢ast matice obsahovala (jako svou ¢4st — po odmySleni si
nékterych sloupct) jednotkovou matici.

J
H Chceme-li fesit soustavu rovnic
r1+ 29+ 223 — x4 = 3
T1— X9+ 23+ 214 =3
201 — X9+ 223+ 214 = 5

nad redlnymi ¢isly. Sestavime si nejprve pfifazenou matici a poté provedeme Gaussovou
eliminacni metodou upravy takové, abychom uvniti levé strany dostali jednotkovou matici.

V nésledujicim vypoctu nejprve pomoci prvniho fadku vynulujeme vSechny ostatni ¢leny
v prvnim sloupci, poté pomoci druhého fadku vynulujeme ostatni ¢leny ve tfetim sloupci
a nakonec pomoci tfetitho fadku vynulujeme ostatni Cleny ve druhém sloupci. Nakonec

pouze prehodime fadky a vyndsobime jednotlivé fadky tak, abychom obdrzeli v levé strané
hledanou jednotkovou matici.

11 2-1|3 11 2 —-1|3
1-11 23 ~10-2-1 3|0
2-12 215 0-3-2 4 |-1
1-3 0 513

~10-2-1 3|0
01 0 —2/—-1

1-30 513

~10-2-1 3]0
01 0 —-2/-1

10 0 —-1]0
~100-1-1|-2
01 0 —-2{—-1

100-1|0

~1010-2|—-1

001 112

Véta4.1 ndm nyni fik4, Ze naSe soustava rovnic a soustava odpovidajici posledni matici na-
Seho vypoctu maji stejnou mnozinu feSeni. Posledni soustava je ale ve znacné jednodus$im
tvaru:

£L'1—ZE4:O

|
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T —2$4 =

T3+ x4 =2
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Z ¢ehoz plyne, Ze polozi-me li 24 rovno parametru p dostdvame
Ty =p,ry=—1+2p,x3=2—p, 14 =p.
Z cehoZ plyne, Ze feSenim jsou pravé Ctvefice ve tvaru
(p,—1+2p,2 —p,p) =10,—-1,2,0] + p(1,2,—-1,1).

Vsimnéme si jeSté, Ze pocet parametrll je roven poctu sloupcti v levé ¢asti, které nejsou
soucdsti vytvorené jednotkové matice.

V piipadé, Ze fesime soustavu rovnic Gaussovou elimina¢ni metodou, miZe nastat situace,
Ze v n€které matici vytvorime faddek ve tvaru

[ B ]

00---0lk

V piipadé, ze k = 0 miZeme tento fadek v dalSim vypoctu ignorovat. Jestlize k& # 0,
potom nam vytvotreny fadek tik4, Ze k = 0 coz je vZdy sporné, proto dand soustava nema
feSeni.

Nékteré pojmy z teorie soustav linearnich rovnic

Definice 4.3 Soustava rovnic majici na pravych strandch samé nuly

anxi + apxrs + -+ apx, = 0,

A91T1 + A22x9 + ++ + + AopTy = 0,

A1 T1 + AmaTe + - + ATy = 0,

se nazyva homogenni soustavou linedrnich rovnic

Véta 4.2 Homogenni soustava je vidy feSitelnd, pricem? pocet parametru feseni je roven
Cislu n — h, kde n je pocet nezndmych a h hodnost levé strany prirazené matice.

vi,. Najdéte vektor, ktery je feSenim kazdé homogenni soustavy linedarnich rovnic.

Definice 4.4 Prifazenou soustavu linedrnich rovnic k dané soustavé linedrnich rovnic ro-
zumime soustavu, kterd vznikne nahrazenim koeficientl na pravé strané soustavy za nuly.




Véta 4.3 Je-li soustava linedrnich rovnic reitelnd a je-li vektor (yi, .. .,y,) FeSenim této
soustavy, potom kaZdé FeSeni této soustavy Ize vyjadrit ve tvaru (yy, ..., Yn) + (h1, ..., hy),
kde (hy, ..., hy,) je FeSenim prirazené homogenni soustavy rovnic.

Jako disledek vyslovenych tvrzeni dostavame vétu

Véta 4.4 Je-li soustava linedrnich rovnic fesitelnd, potom pocet parametrii feseni je roven
Cislu n — h, kde n je pocet nezndmych a h hodnost levé strany prirazené matice.

Frobeniova véta ndm ukazuje uZite¢ny ndstroj jak rozpoznat, je-li soustava reSiteln4.

Véta 4.5 Soustava rovnic je reSitelnd jestlize hodnost levé strany pfirazené matice je rovno
hodnosti celé prirazené matice (zahrnujici levou i pravou &dst).

Takzvané Crammerovo pravidlo, které je obsaZeno v nasledujici vét€ nabizi elegantni zpiisob
jak teSit nékteré soustavy rovnic.

Vétad.6 Méjme soustavu n rovnic o n nezndmych. Oznacme si A matici leZici na levé strané
pFirazené matice soustavy a A; matici, kterd vznikna z matice A nahrazenim i-tého sloupce
sloupcovym vektorem z pravé strany prirazené matice.

Potom plati, Ze vektor

<|A1| 49 |An|>
Al ALT A
je jedinym reSenim soustavy.
@ E Res¥me soustavu
20+ 3y =1
r+2y=1

Potom podle Crammerova pravidla sestavme matice

2 3 13 21
1=(13) 4= (03) 4= (1),

a ptoto plati
13 1
R e S L 5 5 B S
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12 12
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